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2 ESPACIOS VECTORIALES

2.1 DEFINICI¶ON DE ESPACIO VECTORIAL, EJEMPLOS Y
PROPIEDADES

2.1.1 DEFINICI¶ON

Dado un cuerpo IK y un conjunto no vac¶³o U cualquiera, conside-
ramos dos operaciones de¯nidas sobre ¶el:

1. Ley de composici¶on interna

U £ U +¡! U
(u; v) 7¡! u + v:

2. Ley de composici¶on externa

IK£ U ²¡! U
(¸; u) 7¡! ¸ ¢ u:

El conjunto U tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo
IK si y s¶olo si se veri¯can las siguientes propiedades:

1. (U ;+) es un grupo abeliano.
(a) 8u; v;w 2 U (u + v) + w = u + (v + w).

(b) 8u; v 2 U u + v = v + u.

(c) 9 0U 2 U (elemento neutro) tal que

8u 2 U 0U + u = u + 0U = u:

(d) 8u 2 U 9 ¡ u 2 U (elemento opuesto) tal que

u + (¡u) = (¡u) + u = 0U :
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2. 8¸; ¹ 2 IK 8u 2 U ¸ ¢ (¹ ¢ u) = (¸ ¢ ¹) ¢ u.
3. 8u 2 U 1 ¢ u = u.
4. 8¸; ¹ 2 IK 8u; v 2 U

(¸ + ¹) ¢ u = ¸ ¢ u + ¹ ¢ u;
¸ ¢ (u + v) = ¸ ¢ u + ¸ ¢ v:

Los elementos del conjunto U se denominan vectores y los elemen-
tos del cuerpo IK escalares.

EJEMPLOS: Los ejemplos m¶as caracter¶³sticos de espacio vectorial

son el plano, IR2, el espacio tridimensional, IR3, y en general, IRn,

todos ellos con las operaciones habituales de suma entre vectores

y producto por escalares:

(x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn) = (x1 + y1; : : : ; xn + yn)

¸ ¢ (x1; : : : ; xn) = (¸ ¢ x1; : : : ; ¸ ¢ xn):

2.1.2 PROPIEDADES

Dado un espacio vectorial U sobre un cuerpo IK, se veri¯can las

propiedades:

1. 8u 2 U 0 ¢ u = 0U .

2. 8¸ 2 IK ¸ ¢ 0U = 0U .

3. 8¸ 2 IK 8u 2 U
¸ ¢ u = 0U ) ¸ = 0 o u = 0U :

4. 8¸ 2 IK 8u 2 U (¡¸) ¢ u = ¡(¸ ¢ u).
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NOTACI¶ON: A partir de ahora suprimiremos de la notaci¶on el

s¶³mbolo \¢", en la operaci¶on producto entre elementos del cuerpo,
as¶³ como entre ¶estos y los del espacio vectorial. Adem¶as, u ¡ v

denotar¶a u + (¡v).

2.2 COMBINACIONES LINEALES, DEPENDENCIA E IN-
DEPENDENCIA LINEALES

2.2.1 DEFINICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y u1; : : : ; un 2 U .
Se dice que un vector v 2 U es combinaci¶on lineal de los vectores
u1; : : : ; un si y s¶olo si existen ¸1; : : : ; ¸n 2 IK tales que

v = ¸1u1 + ¢ ¢ ¢ + ¸nun:

2.2.2 DEFINICI¶ON

Sean U un espacio vectorial y u1; : : : ; un 2 U .
Se dice que los vectores u1; : : : ; un son linealmente independientes
(fu1; : : : ; ung es un sistema libre) si y s¶olo si ninguno de los vectores
se puede escribir como combinaci¶on lineal de los restantes.

En caso contrario se dice que los vectores u1; : : : ; un son

linealmente dependientes (fu1; : : : ; ung es un sistema ligado).
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2.2.3 PROPOSICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y u1; : : : ; un 2 U .
Los vectores u1; : : : ; un son linealmente dependientes si y s¶olo si

existen escalares ¸1; : : : ; ¸n 2 IK, no todos nulos, tales que

¸1u1 + ¢ ¢ ¢+ ¸nun = 0U :

2.2.4 PROPOSICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y u1; : : : ; un 2 U .
Los vectores u1; : : : ; un son linealmente independientes si y s¶olo si

8¸1; : : : ; ¸n 2 IK ¸1u1+¢ ¢ ¢+¸nun = 0U ) ¸1 = ¢ ¢ ¢ = ¸n = 0:

2.2.5 PROPOSICI¶ON

Sean U un espacio vectorial y u1; : : : ; un; v 2 U .

1. Si existe i 2 f1; : : : ; ng tal que ui = 0U , entonces fu1; : : : ; ung
es un sistema ligado.

2. Si fu1; : : : ; ung es un sistema ligado, entonces fu1; : : : ; un; vg
es tambi¶en un sistema ligado.

3. Si fu1; : : : ; un; vg es un sistema libre, entonces fu1; : : : ; ung
es tambi¶en un sistema libre.
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2.3 SISTEMAS GENERADORES, BASES Y DIMENSI¶ON

2.3.1 DEFINICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S µ U .
S es un sistema generador del espacio vectorial U si y s¶olo si

cualquier vector v 2 U es combinaci¶on lineal de vectores de S,
es decir,

8 v 2 U 9u1; : : : ; un 2 S 9¸1; : : : ; ¸n 2 IK; tales que

v =
nX

i=1
¸iui:

2.3.2 DEFINICI¶ON

Un espacio vectorial es ¯nitamente generado si y s¶olo si posee alg¶un
sistema generador ¯nito.

2.3.3 DEFINICI¶ON

Sean U un espacio vectorial y u1; : : : ; un 2 U .
fu1; : : : ; ung es una base del espacio vectorial U si y s¶olo si:

² Es un sistema libre.
² Es un sistema generador.

EJEMPLO: La base can¶onica de IRn es f¹e1; ¹e2; : : : ; ¹eng, con
¹e1 = (1; 0; : : : ; 0); ¹e2 = (0; 1; : : : ; 0); : : : ; ¹en = (0; : : : ; 0; 1):
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2.3.4 PROPOSICI¶ON

Sea U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK.

Si B = fu1; : : : ; ung es una base del espacio vectorial U , entonces
cualquier vector de U se expresa, de forma ¶unica, como combi-

naci¶on lineal de los vectores de la base, es decir,

8 v 2 U 9¸1; : : : ; ¸n 2 IK ¶unicos, tales que v =
nX

i=1
¸iui:

NOTACI¶ON: vB = (¸1; : : : ; ¸n) es el vector de las componentes o
coordenadas de v en la base B.

v = ¸1u1 + ¢ ¢ ¢ + ¸nun , vB = (¸1; : : : ; ¸n):

2.3.5 DEFINICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S µ U .

hSi=fu 2 U j 9u1; : : : ; un 2 S 9¸1; : : : ; ¸n 2 IK u =
nX

i=1
¸iuig:

hSi es el conjunto de combinaciones lineales de elementos de S.

OBSERVACI¶ON: S es sistema generador de U () U = hSi.

2.3.6 PROPOSICI¶ON

Sean U un espacio vectorial y u1; : : : ; un; u 2 U .
Si u 2 hu1; : : : ; uni, entonces hu1; : : : ; un; ui = hu1; : : : ; uni.
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2.3.7 TEOREMA

Todo espacio vectorial U 6= f0Ug ¯nitamente generado tiene base.

2.3.8 PROPOSICI¶ON

Todas las bases de un mismo espacio vectorial ¯nitamente generado

tienen el mismo n¶umero de vectores.

2.3.9 DEFINICI¶ON

Sea U un espacio vectorial ¯nitamente generado.

Se denomina dimensi¶on del espacio vectorial U , y se representa por
dimU , al n¶umero de vectores de una cualquiera de sus bases.

2.3.10 PROPIEDADES

Si U es un espacio vectorial ¯nitamente generado de dimensi¶on n,
entonces:

1. u1; : : : ; um 2 U linealmente independientes ) m · n.

2. fu1; : : : ; umg sistema generador de U ) m ¸ n.

3. u1; : : : ; un 2 U linealmente independientes ) fu1; : : : ; ung
base de U .

4. fu1; : : : ; ung sistema generador de U ) fu1; : : : ; ung base de
U .
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2.4 SUBESPACIOS VECTORIALES

2.4.1 DEFINICI¶ON

Sea U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK. Un subconjunto

no vac¶³o S de U es un subespacio vectorial de U si y s¶olo si S es
un espacio vectorial sobre IK respecto a las leyes de composici¶on

heredadas de U .

2.4.2 PROPOSICI¶ON

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S un subconjunto
no vac¶³o de U . Son equivalentes:

1. S es un subespacio vectorial de U .
2. 8u; v 2 S 8¸ 2 IK
(a) u + v 2 S
(b) ¸u 2 S.

3. 8¸; ¹ 2 IK 8u; v 2 S ¸u + ¹v 2 S:

OBSERVACI¶ON: Si S es un subespacio vectorial de U , entonces
0U 2 S.

NOTA: f0Ug y U son subespacios vectoriales de U (subespacios

triviales).

NOTA: dim(f0Ug) = 0.
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2.4.3 PROPOSICI¶ON

Si U es un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S es un subespacio
vectorial de U , entonces toda combinaci¶on lineal de elementos de
S pertenece a S:

8n 2 IN 8u1; : : : ; un 2 S 8¸1; : : : ; ¸n 2 IK
nX

i=1
¸iui 2 S:

2.4.4 PROPOSICI¶ON

Si U es un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S µ U , entonces
hSi es el menor subespacio vectorial de U que contiene a S.

NOTACI¶ON: hSi es el subespacio vectorial generado por S.

2.4.5 TEOREMA

Si U es un espacio vectorial ¯nitamente generado y V un subespacio
vectorial de U , entonces:

1. dimV · dimU .
2. dimV = dimU ) U = V.


